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Soit F un corps local non archimédien de caractéristique résiduelle p et de corps résiduel à q éléments. On 
ne connaît pas les représentations irréductibles modulo p de Gl n [F). Mais il est tentant de conjecturer que le 
foncteur des invariants par le pro-p-Iwahori 1(1) les identifie avec les modules à droite de l'algèbre de Hecke 

n ¥p (Gi n (F),i(i)). 

Pour n — 2, l'étude des TCp (Gl n (F), 7)-modules simples est le point crucial pour la détermination des 
TCp p (Gl n (F) , I (l))-modu\es simples. Parmi ceux-là, on distingue les modules que l'on appelle "supersinguliers" : 
ils ne correspondent pas, via le foncteur des invariants par le pro-p-Iwahori, à des sous-quotients d'induites 
paraboliques de Gli(F). 

Nous considérons le cas n = 3. Pour déterminer les Hp (GI3ÇF), 7)-modules simples, on va réduire les modules 
standards de la Q p -algèbre de Hecke- Iwahori de Gh(F) qui admettent une structure entière. On obtient des 
modules pour la F p -algèbre de Hecke-Iwahori, dont on détermine les suites de Jordan-Hôlder. On classifie ainsi les 
modules simples de la F p -algèbre de Hecke-Iwahori 7ip (Gfa(F), I), et l'on décrit conjecturalement ses modules 
supersinguliers au sens de [Vig2]. 

Soit R un anneau commutatif unitaire qui est un Z[q]-module. On peut considérer q comme 
une indéterminée ou bien l'identifier avec son image çr dans R. 

Définition 1 Soit q une indéterminée. On désigne par H la Z[q]-algèbre engendrée parT ±l , S\ 
vérifiant les relations 

(S\ + l)(5'i — q) = 0, T^Si = S±T^ , S1S2S1 = S2S1S2, TS2 = S\T. 

On désigne par Hr la R-algèbre H ®z[q] R- Dans Hr, on identifie q et son image dans R. 
La iî-algèbre de Hecke Hr(G1 3 (F),I) est isomorphe à H R ([BK] pl77). 

Présentation de Bernstein : ([Rogl]) 

Soit A l'algèbre commutative de la décomposition de Bernstein de H (g) Z^ 1 ], isomorphe à 
l'algèbre des polynômes de Laurent Z[g ±1 ][y i ±1 (l < i < 3)] où 

Y x = qS^S^T , Y 2 = Sï l TSt,Y 3 = q~ 1 TS 1 S 2 . 

L'algèbre commutative A est aussi égale à l'algèbre des polynômes de Laurent 

Z^HT^îf x (l < i < 2)] où Ti = T 2 S 2 Su T 2 = TS^, 

T\, T2 sont les fonctions caractéristiques de Iy\I et de ly2Ï où y\ = t 2 S2S\ est la diagonale 
(l,p,p) et y2 = ts\S2 est la diagonale (1,1, p). 

En effet on a les relations, Y\ = qT^T^ 1 , Y% = TîT 2 ~ , I3 = q~ x T2- 

D'après le théorème de Bernstein, A et l'algèbre de Hecke finie Hq de générateurs S± et £2 
engendrent H ® Zfg 1 * 11 ]. 
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Le résultat suivant, relatif à la structure de l'algèbre H, est fondamental pour la suite. C'est un 
cas particulier de [Vig2] Théorème 2. 

Théorème 1 L'intersection AnH est la Z[q]-algèbre de type fini 

Z[q][ (Y 1 Y 2 Y 3 ) ±1 ,q{Y i Y j ) ± \qYr kl ,l < i^j<3}. 
Le centre de H est la Z[q]-algèbre de type fini 

Z [<?][ Q&2 ], 

où a 1 = Y 1 + Y 2 + Y 3 , CJ2 = Y X Y 2 + Y 2 Y 3 + Y{Y Z a 3 = YiY 2 Y 3 . 
H est un module de type fini sur son centre. 

Un iî-caractère de A est un morphisme d'anneaux % : A — » R tel que x(q) = QR- Un tel mor- 
phisme est entièrement déterminé par la donnée du triplet (y±, y 2 , y 3 ) de ses valeurs en Yi,Y 2 , Y 3 . 
Ainsi, on a une action naturelle de £3 sur les .R-caractères de A. 

Rappels sur les modules standards : ([Rogl]) 

Soit R un corps de caractéristique nulle. Tout iî-caractère \ : A — ► R induit un iî^-module 
à gauche que l'on appelle ii^R-module standard associé à x '■ 

I A ( X ) = H R ® A:X R. 

D'après Bernstein, c'est un iî-espace vectoriel de dimension 6, engendré sur Hr par le générateur 
canonique 1<8>1, vecteur propre pour A de valeur propre %. 

Par adjonction, ces modules standards possèdent une propriété universelle fondamentale pour la 
détermination des iïi?-modules simples : tout ii^-module engendré par un vecteur propre pour 
A de valeur propre x es t quotient du module standard Ia(x)- 

De plus, deux modules standards Ia{x) et Xa(x') on t la même suite de Jordan-Hôlder si et 
seulement si x et x' son t conjugués sous l'action de S 3 . 

Modules standards entiers : 

Désormais, R est un anneau commutatif unitaire. 

Définition 2 Soit x '■ An H — > R un R-caractère de AnH, c'est à dire un morphisme d'anneaux 
tel que x(q) = QR- Le H^-module standard entier relatif à x es t I e UR-module à gauche induit 
de x 

I( X ) = H ®AfW, X R. 
Propriétés des modules standards entiers : 

(1) Le module standard entier I(x) est de type fini sur R car H est de type fini sur AnH. 

(2) Il est engendré par le générateur canonique $ = 1 8> 1, vecteur propre pour An H de valeur 
propre %. 

(3) Par adjonction, tout -H^-module engendré par un vecteur propre pour AnH de valeur propre 
X est quotient de I(x)- 

(4) Si x '■ A D H — > R est la restriction de xa '■ A — » R, alors I(x) est égal à Hr ®a,xa R> le 
iÏR-module induit par XA- 

Structures entières des modules standards : 
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Définition 3 Soit E une extension finie de Q p d'anneau d'entiers Oe et x '■ A — » E un E- 
caractère de A. 

On dit que x est Os-entier si x(A H H) C Oe- 

Soit M un HE-module de dimension finie. On dit que M a une OE-structure entière s' il existe 
un sous- Oe -module de M libre, stable par H et qui contient une E-base de M. On dit alors du 
HE-module M qu'il est entier. 

On note r p : Oe — ► F p la réduction modulo p. Soit V un Ho E -module. On appelle réduction de 
V le H^^-module V ®o E ,r p F p . 

Proposition 1 Soit E une extension finie de Q p d'anneau d'entiers Oe et xa '■ A — ► E un 

caractère de A. 

Le HE-module standard Ia(xa) admet une OE-structure entière si et seulement si xa est Oe- 

entier, 

c'est à dire 

sont des éléments de Oe- 

Cette relation est invariante sous l'action de S3. 

Preuve : C'est [Vig2] (2.5.4). Soit $ le générateur canonique de Ia(xa) qui est un vecteur 
^4-propre pour la valeur propre xa- Soit Ho E & le sous iïo B -module de Ia(xa) engendré par 
Plus précisément, on montre que lorsque xa est O^-entier sur AC\H, le Ho E -module Hç> E & est 
une structure entière de Ia(xa) appelée la Og-structure entière canonique. 

Remarque 2 : Soit x '■ AC\ H — ► la birestriction de xa à An H et Oe- Le F p -caractère 
r p x ■ A n H — > F p induit un Hj? -module standard entier I(r p x) qui est isomorphe à la réduction 
de la structure entière canonique de Ia(xa) ([Vig2] Théorème 5). 

Proposition 2 Soit xa '■ A — > Q p un caractère. Il existe une extension finie E de Q p telle que 
XA(A)CE. 

Si le HE-module standard Ia(xa) admet une OE-structure entière L{xa), la s emi- simplification 
du H^^-module L(xa)®~F p ne dépend que de xa- On appelle cette semi- simplification la réduction 
de Ia{xa)- 

De plus, pour tout w S 1S3, Ia(w-Xa) admet aussi une structure entière et les réductions de 
Ia{xa) et Ia{w-Xa) sont les mêmes. 

Preuve : La proposition se déduit des propriétés des modules standards ([011] 4.3.1). 

Réduction des modules standards Ia(xa) pour xa ordinaire : 

Soit Xy,A ■ A — > E un £J-caractère donné par le triplet y = (1/1,2/2,2/3) de ses valeurs en Y±, 
Y2, I3. On le suppose entier sur Ad H. Puisque 2/12/22/3 est une unité, Xy,A est dans l'orbite sous 
53 d'un caractère tel que y\ et y^ 1 sont des entiers. Pour de tels caractères appelés ordinaires, 
on définit explicitement une structure entière L(xy,A)- 

Soit Xy,A ■ A — ► E ordinaire. On définit des nombres q(w,y), pour tout w G £3 : 

q(i,y) = 1 

q(si,y) = 1 si yï l eO E 
= y^ 1 si y 2 G O e 
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q(s2,y) = V2 si y 2 1 eO E 
= 1 si y 2 E Oe 

q{sis 2 ,y) = q^ym 
q(s2Si,y) = q^yi 
q(sis 2 S!,y) 



q 1 ViV2 si y 2 1 G O e 
= q~ X y\ si y 2 G E - 

Ils sont non- nuls et leurs inverses sont des entiers. 

Soit le système de Coxeter (£3, {s±, S2}), £ ■ S3 — > N la longueur associée. On note T Si = Si, 
i = 1,2, et T ww i = T w T w i pour w, w' tels que £(ww') = £(w) + £(w'). 

Proposition 3 Soit Xy,A ■ A — > E ordinaire. 

Soit L(xy,A) le sous ÛE-module libre de rang 6 de Ia{Xv,a) de base {q(w,y)T w <fr} we s :i . 
Alors L(xy,A) est la OE-structure entière canonique de Ia{Xv,a)- 

Preuve : 

Montrons que L(xy,A) est un i^o B -module. On va noter $> w = q(w,y)T w <&. En particulier, $1 = 
<3>. Alors, on a 

T$ = $ S2S1 , T 2 <ï> = <1> S1S2 , T 3 $ = yiy 2 y 3 1> 



■si 



$ S2 ,T 2 <Î> S1 



$ S1S2S1 , T 3 <S> Sl = yiy 2 yz<S> Sl 



Donc T stabilise L(x v ,a) et l'on peut prendre B = T3>, T 2 <ï>,<I> Sl , T 2 <3? Sl ) comme 

O^-base de ce module puisque y\y 2 yz est une unité. 
Posons pour simplifier : 

z = ymy3, 



a = q(si,y) \ b 



q(s 2 si,y) 
q{sis 2 si,y)' 



q(s 2 ,y) 
q{s\S2,yY 



1' = qa 1 , b' = qb 1 , c' = 



On vérifie que ces nombres sont tous des entiers de E car Xy,A est ordinaire. 
Les matrices de Si et T dans la base B sont données par : 
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Donc Si et T stabilisent le O^-module L(xy,A) qui est bien stable par Ho E . Par conséquent, 
L{Xy,A) contient H 0e $. 

Réciproquement, il est clair que T<£>, T 2 $ sont des éléments de Ho E &. Dans le cas où 
q(si,y) = 1, l'élément & Sl = Si<î> est dans Ho E &- Dans le cas où q(si,y) 
est un élément de Hq e ^- D'où, L(xy,A) = Hq e Q. 



2/2 > ^1 



T- 1 S 2 <1> 
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Proposition 4 Soit x '■ A H H — » F p wn caractère. Il existe un caractère ordinaire xa ■ A — » Q p 
ie/ gî/e /a réduction du Hq -module standard Ia(xa) et le Hp^-module standard entier I(x) ont 
la même semi-simplification. 

Preuve : Soit x '■ A D H — > F p . On peut montrer à la main que x se relève en un O^-caractère 
X de An H, où E est une extension finie de Q p . Pour une démonstration générale, [Vig 2] (3.3). 
Soit i p : Oe — » -E" l'inclusion canonique. Le ^-caractère i p x : An H ^ E est dans l'orbite sous 
£3 d'un i?-caractère ordinaire Xy On conclut grâce à la proposition 2 et la remarque 2. 

Tout caractère xa '■ A — ► E entier sur An H est dans l'orbite sous 1S3 d'un caractère ordinaire 
de la liste suivante. D'après la proposition 4, cette liste donne accès à la semi-simplification des 

-modules standards entiers. 
La valuation de l'anneau de valuation discrète Oe est désignée par val. 

L(xy,A) <8> Fp est irréductible quand : 

(1) < val(y 2 ) < val{q) et val{y 3 ) = —val(q) 

(2) —val{q) < val(y 2 ) < et val(y±) = val(q) 

(3) ( val(yi), val(y 2 ), val(y 3 )) = ( val(q), 0, -val(q) ) et qy 3 jâ y 2 , qy 2 ^ yi 

L(Xv,a) ® F p est indécomposable et admet deux sous-quotients irréductibles de dimension 3 

quand : 

(4) ( val(yi), val(y 2 ), val(y 3 ) ) = ( val(q), 0, -val(q) ) et qy 3 ^ y 2 , qy 2 = y 1 

(5) ( val(yi), val(y 2 ), val(y 3 ) ) = ( val(q), 0, -val(q) ) et qy 3 = y 2 , qy 2 ^ yi 

(6) ( vol(yi), val(y 2 ), val(y 3 ) ) = ( 0, 0, ) 

L{Xv,a) ® Fp est décomposé en somme directe de deux sous-quotients irréductibles de dimension 3 

quand : 

(7) < val(y 2 ) < -val(y 3 ) < val(q) 

(8) -val(q) < -val(yi) < val{y 2 ) < 

L(Xy,A) ® F p est indécomposable de longueur quatre quand : 

(9) ( val(yi), val(y 2 ), val(y 3 )) = ( val(q), 0, -val(q) ) et qy 3 = y 2 , qy 2 = yi 

La liste des sous-quotients irréductibles des L(xy,A) F p peut-être décrite à l'aide des Hp - 
modules ci-dessous. 

Soient z, y, y' des éléments non nuls de F p que l'on note ici R pour alléger les notations. On 
définit les modules suivants : 

• L 6 (z, y)=Rv® RTv © RT 2 v © Rw © RTw RT 2 w 

S^v) = 0, Si (Tu) = T 2 w, Si(T 2 u) = -T 2 v, S^w) = -w, Si (Tu;) = \T 2 v, S x (T 2 w) = 
—T 2 w, et T 3 agit par le scalaire z. Ce module est irréductible. 
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• L 6 (z, y) = Rv® RTv © RT 2 v © Rw © RTw © RT 2 w 

5i(v) = «;, Si(Tv) = 0, 5i(T 2 «) = -T 2 t>, Si H = -u>, ^(Ttu) = \T 2 v, Si(T 2 u;) = 
—T 2 w et T 3 agit par le scalaire z. Ce module est irréductible. 

• K 6 (z, y, y') = Rv® RTv © RT 2 v © Rw © iîTu; © iîT 2 u> 

= w, 5i(T«) = fT 2 w, S ± (T 2 v) = -T 2 v, S^w) = -w, S^Tw) = y -T 2 v, S x {T 2 w) = 
—T 2 w et T 3 agit par le scalaire z. 

Ce module est irréductible si et seulement si y 2 / y 1 et y' 2 ^ zy. 

• M 3 (z, y) = Rv® RTv © RT 2 v, Siv = 0, SiTv = y~ l T 2 v, SiT 2 v = -T 2 v, T 3 v = zv. 

Alors ce module est irréductible si et seulement si y 3 / z. 
Si y 3 = z, alors M 3 {z,y) a pour seul sous-module le caractère 

M 1 (0,y):T^y, Si - 0, 
et pour seul quotient le module dimension 2 

M2(y) = Rw © RTw S±w = —w, S\Tw = 0, T 2 w = —y 2 w — yTw. 

• M 3 (z, y)=Rv® RTv © RT 2 v, Siv = -v, S x Tv = -y~ l T 2 v, SiT 2 v = -T 2 v, T 3 v = zv. 

Alors ce module est irréductible si et seulement si y 3 / z. 

Si y 3 = z, alors M 3 (z, y) a pour seul sous-module le module de dimension 2 

M 2 ( y ) = R W ® RTw, Siw = 0, S{Tw = -Tw, T 2 w = -y 2 w - yTw, 

et pour seul quotient le module de dimension 1 

Mi(-l,y) :T^y, Si - -1 

• N 3 (z, y) = Rv® RTv © RT 2 v, Siv = -v, SiTv = 0, SiT 2 v = -yTv - T 2 v, T 3 v = zv. 
Alors ce module est irréductible si et seulement si y 3 / z. 

Si y 3 = z, alors M 3 (z,y) a pour seul sous-module le caractère Mi(— l,y) et pour seul 
quotient le module de dimension 2 M^y). 

• ÂT 3 (z, y ) = jfo, © i^Tt; © PT 2 ?;, Si« = 0, SiTv = 0, SiT 2 v = yTv - T 2 v, T 3 v = zv. 
Alors ce module est irréductible si et seulement si y 3 / z. 

Si y 3 = z, alors N 3 {z,y) a pour seul sous-module le module de dimension 2 M2(y) et pour 
seul quotient le caractère Mi(0, y). 

• p 3 ( z ) = R V © iîrt> © i?T 2 v, Siv = 0, SiTv = 0, SiT 2 v = -T 2 v, T 3 v = zv. 
Il est irréductible. 

• p 3 (z) = R V @ RTv © RT 2 v, Siv = -v, SiTv = 0, SiT 2 v = -T 2 v, T 3 v = zv. 
Il est irréductible. 

Action du centre : 

Soit z £ F p , y, y' € F p . On désigne par to(z,y,y') le caractère central défini par : 
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cr 3 i-> z 
qai h-> y 
qo 2 ' ^ y' 

On reprend la numérotation précédente pour décrire la semi-simplification des L(xy,A) <8> F p . 

On pose z = r p (yiy 2 ys), y = r p {qy 3 ), y' = r p {qy 2 y 3 ). Alors, les iï Fp -modules L(x v ,a) ® F p de la 
liste suivante ont pour caractère central uj(z,y,y'). 
Caractères centraux réguliers : yy' / 0. 

(3) L(xy,A) <8> Fp est isomorphe au module irréductible K e (z,y,y r ). On a y 2 / y' et y' 2 / zy. 

(4) L(xy,A) <8> F p a pour seul sous-module M 3 (z, y'y -1 ). Le quotient obtenu est M 3 (z,y'y^ 1 ). 
On a y' 2 = zy, y 2 / y'. 

(5) L(xj/,a) F p a pour seul sous-module N 3 (z, y'y -1 ). Le quotient obtenu est iV 3 (z, y'y -1 ). 
On a y' = y 2 , y' 2 7^ zy. 

(9) L(xy,A) ®F P a pour sous-quotients irréductibles M 1 (0,y), Mi(— l,y), M 2 (y), M 2 (y). On 
a y 2 = y', y' 2 = zy. La décomposition de L^^a) <8> F p est représentée par le diagramme 
suivant : 

_ Mi(-l,j/) Mi(0,î/) 

L(x v> a) ® F p ° 

M 2 (î/)^\^^M2 (y) 



Caractères centraux singuliers : yy' = mais (y, y') / (0,0). 

(1) L(xj/,a) ® Fp est isomorphe au module irréductible L§(z,y). Ici, y' = 0. 

(2) L{xy,A) <8> Fp est isomorphe au module irréductible Ls(z,y'). Ici y = 0. 
Caractères centraux supersinguliers : y = y' = 0. 

(6) L(xj/,a) ® Fp a pour sous-module P 3 (z) et pour quotient P 3 (z). 
(7)(8) L{xy,A) <8> Fp est somme directe de ^(z) et P 3 (z). 

On a établi une liste de -ff^-modules simples : Mi(0, y), M(— l,y), M 2 (y), M 2 (y), M 3 (z, y), 

M 3 (z,y), N 3 (z,y), N 3 (z,y), Pz(z), P 3 {z) L 6 (z,y), L 6 (z,y), K 6 (z,y,y') avec y 2 / y' y' 2 ^ zy 
et y 3 7^ z. On note que l'action du centre sur ces modules simples détermine les valeurs des 
paramètres z, y, y'. Grâce à cet argument et à l'observation de la trace de S\ on montre qu'il n'y 
a pas d'isomorphisme entre deux modules simples de dimension 6 (resp. 3) de la liste précédente. 
On montre à la main que M 2 (y) et M 2 (y) ne sont pas isomorphes. 

On connait la semi-simplification des Hq -modules standards ([Rog2]). En la comparant, 

pour les Xy,A de la liste, avec la semi-simplification de L{xy,A) <8> F p on remarque que tous les 
modules simples contenus dans L(xy,A) <8> F p se relèvent : ils sont la réduction modulo p d'une 
structure entière d'un Hq -module simple. 

On a donc obtenu : 
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Théorème 2 Tout H^^-module simple ayant un caractère central est de la forme 

Mi(0,y), M(-l,y), M 2 {y), M 2 (y), K 6 {z,y,y') avec y 2 + y' et y' 2 + zy 
M 3 (z,y), M 3 (z,y), N 3 (z,y), N 3 (z,y), avec y 3 ^ z 
Le(z,y), L 6 (z,y), 
Ps(z), P 3 (z) 

avec z, y y G b p . 

Un f/p -module simple est la réduction d'un Hq -module simple entier. 
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